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پاکباختگی قمار باز
در هر مرحله یک واحد شرط بندی

 با احتمالpبردن یک واحد
 با احتمال𝑞 = 1 − 𝑝باختن واحدی که قرار دادید.

واحد پولiآغاز با 

𝛼ضریب سوگیری  =
𝑞

𝑝
𝛼 > باخت محتمل تر۱
𝛼 < باب میل قمارباز۱
𝛼 = بازی منصفانه۱

ادامة بازی تا
پاکباختگی
 دریافت کل مبلغNواحد

واحدiاحتمال رسیدن به تمامی مبلغ پیش از باخت تمام پول با شرط آغاز -سوال



ادامه-پاکباختگی قمار باز
مدل با زنجیره مارکوف 

𝑃𝑖,𝑖+۱ = 𝑝 = ۱ − 𝑃𝑖,𝑖−۱
𝑃𝑁𝑁 = 𝑃00 = ۱

,۱,۲}و {0}دارای سه رده  … ,𝑁 − {𝑁}و {۱
{0} و{𝑁}بازگشتی
{۱,۲, … ,𝑁 − گذرا{۱

به دلیل ملاقات متناهی، قمارباز نهایتا یا دستیابی به تمام پول یا ورشکست

پولواحد iبا آغاز 
 و 0حالت هایNحالت جذب
 گذرا»مابقی»

برسدNقمارباز نهایتا به iاحتمال شروع با مقدار 𝑃𝑖-سوال
 رسیدن به تمامی مبلغ پیش از باخت تمام پول با شرط آغاز احتمالiواحد



ادامه-پاکباختگی قمار باز
با همسایه هایش𝑃𝑖جهت مرتبط کردن 

𝑃𝑖 = 𝑃𝑖,𝑖+۱𝑃𝑖+۱ + 𝑃𝑖,𝑖−۱𝑃𝑖−۱ = 𝑝𝑃𝑖+۱ + 𝑞𝑃𝑖−۱

𝑝 + 𝑞 = 1 ⟹ 𝑝𝑃𝑖 + 𝑞𝑃𝑖 = 𝑝𝑃𝑖+۱ + 𝑞𝑃𝑖−۱

𝑝 𝑃𝑖+۱ − 𝑃𝑖 = 𝑞 𝑃𝑖 − 𝑃𝑖−۱

⟹ 𝑃𝑖+۱ − 𝑃𝑖 = 𝛼 𝑃𝑖 − 𝑃𝑖−۱



ادامه-پاکباختگی قمار باز
⟹ 𝑃𝑖+۱ − 𝑃𝑖 = 𝛼 𝑃𝑖 − 𝑃𝑖−۱ , 𝛼 =

𝑞

𝑝

𝑃𝑖آن گاه   0حال اگر حالت فعلی  = 𝑃0 = 0

𝑃۲ − 𝑃۱ = 𝛼 𝑃۱ − 𝑃0 = 𝛼𝑃۱
استفاده از مقدار بدست آمده در مراحل بعد 

𝑃۳ − 𝑃۲ = 𝛼 𝑃۲ − 𝑃۱ = 𝛼۲𝑃۱

𝑃𝑖ادامة پس روی بازگشتی از  − 𝑃𝑖−۱
𝑃𝑖 − 𝑃𝑖−۱ = 𝛼 𝑃𝑖−۱ − 𝑃𝑖−۲ = 𝛼𝑖−۱𝑃۱

نتیجة جمع تمامی این روابط 
𝑃𝑖 − 𝑃۱ = 𝑃۱ 𝛼۱ + 𝛼۲ +⋯+ 𝛼𝑖−۱ ⟹ 𝑃𝑖 = 𝑃۱(۱ + 𝛼۱ + 𝛼۲ +⋯+ 𝛼𝑖−۱)



ادامه-پاکباختگی قمار باز
𝑃𝑖 − 𝑃۱ = 𝑃۱ 𝛼۱ + 𝛼۲ +⋯+ 𝛼𝑖−۱ ⟹ 𝑃𝑖 = 𝑃۱(۱ + 𝛼۱ + 𝛼۲ +⋯+ 𝛼𝑖−۱)

𝑃𝑖 = ቐ
۱ − 𝛼𝑖

۱ − 𝛼
𝑃۱, 𝛼 ≠ ۱

𝑖𝑃۱, 𝛼 = ۱

N:𝑃𝑁در حالت  =?= ۱

𝑃𝑁 = ۱ =
۱ − 𝛼𝑁

۱ − 𝛼
𝑃۱ ⟹ 𝑃۱ =

۱ − 𝛼

۱ − 𝛼𝑁
, 𝛼 ≠ ۱

۱
𝑁
, 𝛼 = ۱

𝑃۱جاگذاری 



𝑘=0

𝑛−۱

𝑥𝑘 =
۱− 𝑥𝑛

۱− 𝑥



ادامه-پاکباختگی قمار باز

𝑃𝑖 =

۱ − 𝛼𝑖

۱ − 𝛼𝑁
, 𝛼 ≠ ۱

𝑖

𝑁
, 𝛼 = ۱

یا

𝑃𝑖 =

۱ −
𝑞
𝑝

𝑖

۱ −
𝑞
𝑝

𝑁 , 𝑝 ≠
۱
۲

𝑖

𝑁
, 𝑝 =

۱
۲



ادامه-پاکباختگی قمار باز

𝑃𝑖 =

۱ −
𝑞
𝑝

𝑖

۱ −
𝑞
𝑝

𝑁 , 𝑝 ≠
۱
۲

𝑖

𝑁
, 𝑝 =

۱
۲

𝑁 → ∞

𝑃𝑖 =
۱ −

𝑞

𝑝

𝑖

, 𝑝 >
۱
۲

0, 𝑝 ≤
۱
۲

𝑝 >
۱
۲
احتمال مثبتی وجود دارد که سود قمارباز سود بی نهایت افزایش یابد

𝑝 ≤
۱
۲
 پاکباز⟸، قمارباز ۱با احتمال

میانگین زمان بازی؟



مثال عددی
اکبر و صغری

 برندگی در هر دور۰.۶صغری بازیکنی بهتر با احتمال
صغری با پنج تومن و اکبر با ده تومن شروع-الف

احتمال برنده شدن صغری

۱ −
𝑞
𝑝

𝑖

۱ −
𝑞
𝑝

𝑁 =
۱ −

۲
۳

۵

۱ −
۲
۳

۱۵ = ۰. ۸۷

تومن شروعاکبر با بیست تومن و ده صغری با -ب
احتمال برنده شدن صغری

۱ −
𝑞
𝑝

𝑖

۱ −
𝑞
𝑝

𝑁 =
۱ −

۲
۳

۱۰

۱ −
۲
۳

۳۰ = ۰. ۹۸



آزمایش دارو
دو دارو جهت درمان یک بیماری

 میزان درمان𝑃𝑖 ,𝑖 = ۲و۱
 فرد با بیماری با امتحان دارویi با احتمال𝑃𝑖درمان شود

 فرض𝑃𝑖-ها نامشخص
 به دنبال𝑃۱ > 𝑃۲ و𝑃۱ < 𝑃۲
دنباله ای جفت آزمایش شونده ها

 ۲دیگری داروی ۱یکی از اعضای هر جفت داروی

 ادامة عملیات تا هنگامی که مجموع اعداد درمان یکی از دیگری بیشتر شود وقتی که دیگری به مقدار از پیش معینMبرسد.

𝑋𝑗

 وقتی داروی یک شخص مربوط را در جفت ۱برابرJدرمان کند

 در صورتی که درمان نکند0برابر

𝑌𝑗

 در جفت دو شخص مربوط را وقتی داروی ۱برابرJ کنددرمان

 در صورتی که درمان نکند0برابر



آزمایش دارو
𝑋𝑗

 وقتی داروی یک شخص مربوط را در جفت ۱برابرJدرمان کند

 در صورتی که درمان نکند0برابر

𝑌𝑗

 در جفت مربوط را شخص دو وقتی داروی ۱برابرJ کنددرمان

 در صورتی که درمان نکند0برابر

 توقف آزمایش
𝑋۱ +⋯+ 𝑋𝑛 − 𝑌۱ +⋯+ 𝑌𝑛 = M

𝑃۱ > 𝑃۲
یا

𝑋۱ +⋯+ 𝑋𝑛 − 𝑌۱ +⋯+ 𝑌𝑛 = −M

𝑃۱ < 𝑃۲



آزمایش دارو
 توقف آزمایش

𝑋۱ +⋯+ 𝑋𝑛 − 𝑌۱ +⋯+ 𝑌𝑛 = M

𝑃۱ > 𝑃۲
یا

𝑋۱ +⋯+ 𝑋𝑛 − 𝑌۱ +⋯+ 𝑌𝑛 = −M

𝑃۱ < 𝑃۲
به دنبال ارزیابی درستی آزمایش

در هر مرحله یا مقدار اختلاف

یک واحد افزایش می یابد با احتمال

𝑃۱(۱ − 𝑃۲)
 احتمالمی یابد با کاهش یک واحد

𝑃۲(۱ − 𝑃۱)
بی تغییر می ماند با احتمال

𝑃۱𝑃۲ + (۱ − 𝑃۱) (۱ − 𝑃۲)



آزمایش دارو
به دنبال ارزیابی درستی آزمایش

در هر محله یا مقدار اختلاف

یک واحد افزایش می یابد با احتمال

𝑃۱(۱ − 𝑃۲)
 احتمالمی یابد با کاهش یک واحد

𝑃۲(۱ − 𝑃۱)
بی تغییر می ماند با احتمال

𝑃۱𝑃۲ + (۱ − 𝑃۱) (۱ − 𝑃۲)

معقول است که صرفا به دنبال انهایی که تغییر می دهند
احتمال اینکه اختلاف یک واحد افزایش یابد

𝑝 = 𝑃 ↑ ↑ یا ↓ =
𝑃۱(۱− 𝑃۲)

𝑃۱ ۱ − 𝑃۲ + 𝑃۲(۱ − 𝑃۱)

 کاهش یابداحتمال اینکه اختلاف یک واحد

𝑞 = ۱ − 𝑝 = 𝑃 ↓ ↑ یا ↓ =
𝑃۲(۱ − 𝑃۱)

𝑃۱ ۱ − 𝑃۲ + 𝑃۲(۱ − 𝑃۱)



آزمایش دارو
احتمال اینکه اختلاف یک واحد افزایش یابد

𝑝 = 𝑃 ↑ ↑ یا ↓ =
𝑃۱(۱ − 𝑃۲)

𝑃۱ ۱ − 𝑃۲ + 𝑃۲(۱ − 𝑃۱)

 کاهش یابداحتمال اینکه اختلاف یک واحد

𝑞 = ۱ − 𝑝 = 𝑃 ↓ ↑ یا ↓ =
𝑃۲(۱ − 𝑃۱)

𝑃۱ ۱ − 𝑃۲ + 𝑃۲(۱ − 𝑃۱)
𝑃۱ < 𝑃۲
 احتمال برنده شدن قمارباز در هر مرحله احتمالp

 دور شدن ازMقبل از رفتن به سمت آن
i=M وN=2M

𝑃 𝑃۱ < 𝑃۲ = ۱ −
۱ −

𝑞
𝑝

𝑀

۱ −
𝑞
𝑝

۲𝑀 =
۱

۱ −
𝑝
𝑞

𝑀

 مثال𝑃۱ = و۰.۶ 𝑃۲ = ۰.۴

 با ۰.۰۱۷احتمال تصمیم غلطM=5

 با ۰.۰۰۰۳احتمال تصمیم غلطM=10



رتبه بندی صفحات وب
بازیابی صفحات وب مبنی بر جستجوی کاربر

جستجوی موتورها ابتدا شبیه جستجو در پردازشگرهای متنی جهت یافتن تمامی صفحات دارای کلمة جستجو
محتملا یافتن حجم عظیمی از صفحات

کار بعدی؟
کاهش فهرست صفحات وب با استفاده از عیارهای رتبه بندی صفحات

گوگل
رتبة صفحه
مبنی بر ابرپیوند یا پیوند



مدل مارکوفی وب
صورت بندی تارمانه ها با گراف جهت دار

 گرافی باNرأس
هر رأس نمایشگر یک صفحة وب خاص
یال های جهت دار نمایشگر پیوندها



مدل مارکوفی وب
رأسNگرافی با 

هر رأس نمایشگر یک صفحة وب خاص
یال های جهت دار نمایشگر پیوندها

صفحه؟اهمیت عیار ارزیابی 
تعداد دفعات بازدید صفحه

𝑝𝑖𝑗
 احتمال انتقال با حرکت ازi بهj

هر صفحه معادل یک حالت

𝑠𝑖 𝑘 صفحه بازدیدi در زمانk

𝜋𝑖 نسبت بلند مدت بازدید صفحةi
 صفحه اهمیت معیار اندازة رتبهiنزد گوگل

آسان اما محاسبات احتمال انتقال و حالت پایدار چگونه است؟
خاصه با وجود میلیاردها صفحه



مدل مارکوفی وب
𝑝𝑖𝑗

 با فرض بودن در صفحهi

 هر پیوندی دارای احتمال یکسان جهت کلیک
𝑑𝑖 درجة رأسi[؟]

 آنگاه𝑝𝑖𝑗 =
۱
𝑑𝑖

فرض یکنواختی بهترین روش وقتی که اطلاع زیادی نداشته باشیم

 دو برابر محتملتر از صفحه ها۴دستیابی به صفحة ۲در صورت دانستن اینکه با بودن در صفحه

[0 0
۱
۴

۱
۲

۱
۴]

 مسئله
 بدون خروجی پس جمع ردیف متناظر معادل صفر۳راس

خلاف ماتریس تصادفی

؟



مدل مارکوفی وب
 مسئله

 بدون خروجی پس جمع ردیف متناظر معادل صفر۳راس
خلاف ماتریس تصادفی

یک راه مقدار یکسان به همه ستون ها

مسئله
 این تطبیق ناکافی جهت اطمینان از وجود بردار مقادیر نهائی𝜋

نیاز به اطمینان به کاهش ناپذیری
راه حل برین و پیج

ധ𝑃 = 𝛼 ത𝑃 + (۱ − 𝛼)
۱. ۱𝑇

𝑁
اطمینان از ماتریس تصادفی کاهش ناپذیر
هر راس متصل به راس دیگر

کاهش ناپذیری، بازگشت مثبت، غیرمتناوب بودن زنجیره مارکوف

 ۱استفاده از.𝒗𝑇 ۱.۱به جای𝑇

𝒗بردار احتمال با اعضای غیرصفر
ധ𝑃 = 𝛼 ത𝑃 + (۱ − 𝛼)۱. 𝒗𝑇



مدل مارکوفی وب

𝛼 =
۴
و۵

𝒗𝑇 = [
۱
۱۶

۴
۱۶

۶
۱۶

۴
۱۶

۱
۱۶]



مدل مارکوفی وب
 تبدیل ماتریس تنک𝑃 به ماتریس چگال ധ𝑃

 مسئله
 باNصفحه وبی افزایش فضای ذخیره لازم

 تعریف بردار𝒓 به طوری که𝑟𝑗 = برابر صفر𝑗اگر ردیف ۱
 آن گاهത𝑃 = 𝑃 + 𝒓.𝒗𝑇

 تعریف رتبه یک از ماتریسPدر نتیجه

ധ𝑃 = 𝛼 𝑃 + 𝒓. 𝒗𝑇 + ۱ − 𝛼 ۱. 𝒗𝑇 = 𝛼𝑃 + (𝛼𝑟 + ۱ − 𝛼 ۱)𝒗𝑇



محاسبة بردار حالت پایدار رتبه صفحه
(حالت پایدار)توزیع حدی 

𝝅 = (𝜋1, … ,𝜋𝑁)
𝑇

توزیع حدی پاسخ منحصربفرد 
𝝅 = 𝝅 ധ𝑃, 𝝅𝑇𝟏 = 1

𝝅برین و پیج به جای پاسخ مستقیم محاسبه استفاده از  = حــد
𝑛→∞

𝑠[𝑛]

𝑠 0 =
۱𝑇
𝑁

𝑠 𝑛 + ۱ = 𝑠[𝑛] ധ𝑃

𝑠 𝑛 = 𝑠[0] ധ𝑃𝑛

تکرار به اندازة کافی بزرگ تا مقدار به مقدار واقع نزدیک تر شود.

𝑠 𝑛 + ۱ = 𝑠 𝑛 ധ𝑃 = 𝑠 𝑛 𝛼𝑃 + 𝛼𝒓 + ۱ − 𝛼 ۱ 𝒗𝑇

𝑠 𝑛 ۱ = ۱
𝑠 𝑛 + ۱ = 𝛼𝑠 𝑛 𝑃 + 𝛼𝑠 𝑛 𝒓 + ۱ − 𝛼 𝒗𝑇



محاسبة بردار حالت پایدار رتبه صفحه
𝑠 𝑛 + ۱ = 𝛼𝑠 𝑛 𝑃 + 𝛼𝑠 𝑛 𝒓 + ۱ − 𝛼 𝒗𝑇

ധ𝑃و ത𝑃و عدم نیاز به استفاده و ذخیرة Pصرفا نیاز به ماتریس تنک ⟸

سرعت همگرایی زنجیره مارکوف به توزیع حدی مطابق با دومین مقدارویژه بزرگ

!پنجاه تا صد تکرار کافی است

ایرادها
 برای تقسیم یک برNو راه حل های بعدی
منجر به راه حل های بعدی

استفاده از رأس نخودی!



فرایندهای شاخه زنی
کاربرد در زیست شناسی و جامعه شناسی و مهندسی

نام خانوادگی

جمعیتی از افراد قادر به ایجاد اولاد

𝑗هر فرد در پایان عمرش  ≥ 𝑃𝑗اولاد با احتمال 0
مستقل از دیگران
𝑋0تعداد نسل صفر و تمامی فرزندان نسل صفر برابر نسل یک و به همین ترتیب
𝑋𝑛 تعداد نسلn-اُم

𝑋𝑛+۱ =

𝑗=۱

𝑋𝑛

𝑌𝑛,𝑗

 [؟]نامنفی زنجیره مارکوف با حالت هائی از اعداد صحیح
 بازگشتی 0حالت𝑃00 = ۱

𝑃𝑖0 = 𝑃0
𝑖

 با شروع ازi احتمال مثبتی برای نبودن نسل

Piet Van Mieghem, 2006



فرایندهای شاخه زنی
𝑃 𝑋𝑛+۱ = 𝑥𝑛+۱ 𝑋𝑛 = 𝑥𝑛, 𝑋𝑛−۱ = 𝑥𝑛−۱, , … , 𝑋0 = 𝑥0

= 𝑃 𝑋𝑛+۱ = 𝑥𝑛+۱ 𝑋𝑛 = 𝑥𝑛 = 𝑃 

𝑗=۱

𝑋𝑛

𝑌𝑛,𝑗 = 𝑥𝑛+۱ =

𝑃(𝑥𝑛𝜇 = 𝑥𝑛+۱)
پس فرایندی زنجیره مارکوفی با احتمال انتقال

𝑃𝑖𝑗 = 𝑃[𝑖𝜇 = 𝑗]

محاسبة امید ریاضی

𝐸 𝑋𝑛+۱ = 𝐸 

𝑗=۱

𝑋𝑛

𝑌𝑛,𝑗 = 𝐸 𝑋𝑛𝜇 = 𝜇𝐸 𝑋𝑛

با شروع از نسل صفر
𝐸 𝑋𝑛 = 𝜇𝑛𝐸 𝑋0

𝑋0فرض مقداربا  = 𝐸و در نتیجه ۱ 𝑋0 = ،آن گاه۱
𝐸 𝑋𝑛 = 𝜇𝑛



فرایندهای شاخه زنی
 محاسبة وردائی

𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 𝐸 𝑉𝑎𝑟 𝑋 𝑌 + 𝑉𝑎𝑟[𝐸 𝑋 𝑌 ]

𝑉𝑎𝑟 𝑋𝑛 = 𝐸 𝑉𝑎𝑟 𝑋𝑛 𝑋𝑛−۱ + 𝑉𝑎𝑟[𝐸 𝑋𝑛 𝑋𝑛−۱ ]

= 𝐸 𝜎۲𝑋𝑛−۱ + 𝑉𝑎𝑟[𝜇𝑋𝑛−۱]
= 𝜎۲𝜇𝑛−۱ + 𝜇۲𝑉𝑎𝑟[𝑋𝑛−۱]

= 𝜎۲𝜇𝑛−۱ + 𝜇۲ 𝜎۲𝜇𝑛−۲ + 𝜇۲𝑉𝑎𝑟 𝑋𝑛−۲
= 𝜎۲(𝜇𝑛−۱ + 𝜇𝑛) + 𝜇۴𝑉𝑎𝑟 𝑋𝑛−۲

= 𝜎۲(𝜇𝑛−۱ + 𝜇𝑛) + 𝜇۴ 𝜎۲𝜇𝑛−۳ + 𝜇۲𝑉𝑎𝑟 𝑋𝑛−۳
= 𝜎۲ 𝜇𝑛−۱ + 𝜇𝑛 + 𝜇𝑛+۱ + 𝜇۶𝑉𝑎𝑟 𝑋𝑛−۳

= ⋯

= 𝜎۲ 𝜇𝑛−۱ + 𝜇𝑛 +⋯+ 𝜇۲𝑛−۲ + 𝜇۲𝑛𝑉𝑎𝑟 𝑋0
= 𝜎۲ 𝜇𝑛−۱ + 𝜇𝑛 +⋯+ 𝜇۲𝑛−۲

𝑉𝑎𝑟 𝑋𝑛 = ൞
𝜎۲𝜇𝑛−۱ ۱ − 𝜇𝑛

۱ − 𝜇
, 𝜇 ≠ ۱

𝑛𝜎۲, 𝜇 = ۱



فرایندهای شاخه زنی
احتمال انقراض؟

𝜋0 = حـــد
𝑛→∞

𝑃{𝑋𝑛 = 0|𝑋0 = ۱}

داریم

𝜇𝑛 = 𝐸 𝑋𝑛 = 

𝑗=۱

∞

𝑗𝑃 𝑋𝑛 = 𝑗 ≥ 

𝑗=۱

∞

۱ × 𝑃 𝑋𝑛 = 𝑗 = 𝑃 𝑋𝑛 ≥ ۱

𝜇 < 1: 𝜇𝑛 → 0⟹ 𝑃 𝑋𝑛 ≥ ۱ → 0⟹ 𝑃 𝑋𝑛 = 0 → ۱
𝜇 < 1: 𝜇𝑛 → 0⟹ 𝜋0 < ۱



منابع
[پینسکی]

[فن میگم]

[راس]

[زانلا]

[متئوس]

[ریبیرو]


